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1. Nejkratsi reSeni
ulohy pro 3 disky.

Hanojské veéze

Interdisciplinarni hadanka

Hanojské véze jsou zdanlivé jednoduchy dre-
vény hlavolam vhodny pro trénink mysleni
déti. Ovsem maloktery hlavolam se dostane
do ucebnic, natozpak do ucebnic dvou tak
odlisnych oblasti, jako je psychologie a pro-
gramovani. A maloktery hlavolam, ktery se
vyskytuje v zakladnich ucebnicich, skryva
nevyfeSené matematické problémy. Ale vez-
méme to od zacatku, nebo v tomto piipadé
spiSe od konce, tedy od konce svéta.

Kdesi v hordch nedaleko Hanoje pry! od
davnych véki stoji chram, ve kterém je vel-
ka mistnost, v ni jsou tfi koliky a na nich je
nasazeno celkem 64 zlatych diskd rtznych
velikosti. MniSi presouvaji tyto zlaté disky
podle posvatnych pravidel, a az se jim poda-
i premistit vSechny disky z prvniho koliku
na treti, nastane konec svéta.

Pravidla jsou jednoducha. Disky je povo-
leno pfesouvat pouze po jednom a vidy
muzeme vzit pouze horni disk z nékterého
koliku a premistit jej na jiny kolik, pficemz
nikdy nesmime polozit vétsi disk na mensi
(obr. 1). Postup feSeni zde nebudeme detail-
né rozebirat,? radéji se podivime na mezi-
oborové souvislosti této ulohy.

Jak lidé mysli

Prvni oblasti, kde hraji Hanojské véze dtilezi-
tou roli, je kognitivni véda. Herbert Simon,
jeden z prtkopniki této oblasti, nabizi nasle-
dujici srovnani: ,Pokud Sachy hraji v kogni-
tivnim vyzkumu podobnou roli jako Droso-
phila v genetice, Hanojské véze pfedstavuji
analogii E. coli, poskytujici dalsi standardizo-
vany model, kolem kterého se mohou kumu-
lovat védomosti.”

Hanojské véze se vyuzivaji pro zkoumani
toho, jak lidé fesi problémy. Zkouma se zlep-
Sovani dovednosti vlivem tréninku, prenos
znalosti mezi tlohami ¢i mysleni pacientt
s poskozenim mozku. Konkrétné se napfti-
klad studuje vliv formulace zadani na zpt-
sob a obtiznost feSeni problému. K tomu
se vyuzivaji ,izomorfni zadani®, ve kterych
vystupuji skdkajici akrobati, Cajové ritualy,
vrstvy natérti barvy na nabytku nebo pfise-
ry ménici velikost kouli (viz ramecek ,PfiSe-
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PRISERY A GLOBUSY

Tri priSery drzi tri koule. Jak prisery, tak kou-
le jsou ve trech velikostech: mala, stredni, vel-
ka. Mala prisera drzi velkou kouli, stfedni prise-
ra drzi malou kouli a velka priSera drzi stfedné
velkou kouli. Toto usporadani vSak urazi smysl
priser pro symetrii, a tak by chtély situaci zménit
do stavu, kdy kazda priSera bude drzet kouli své
velikosti. PriSery mohou ménit velikost kouli, ale
musi pri tom dodrzovat pravidla etikety priser:
1. VZdy se mize ménit velikost pouze jedné koule.
2. Pokud dvé prisery drzi koule stejné velikosti,
jen koule, kterou drzi vétsi prisera, se miize zmé-
nit. 3. Koule se nikdy nesmi zménit na stejnou

velikost jako koule, kterou drzi vétsi priSera.

ry a globusy®). Ve vSech ptipadech je zada-
ni formulovéano tak, Ze problém je izomorfni
ptivodnimu zadani Hanojskych vézi, tj. kdyz
odhlédneme od ,piibéhové omacky®, je sta-
vovy prostor platnych tahti stejny jako sta-
vovy prostor klasickych Hanojskych vézi
(obr. 2). Pro lidi véak neni tplné snadné ten-
to izomorfismus odhalit a obtiznost jednotli-
vych zadéni se vyrazné lisi. Uloha uvedena
v ramecku trva lidem primérné Sestnackrat
déle nez zakladni zadani. Proc¢? Roli hra-
je zpusob, jak lidé pfemysleji o problémech,
vyuzivaji omezenou pracovni pamét a dal-
§i faktory — prosté tloha poskytuje dostatek
podkladt pro zajimavy kognitivni vyzkum.

Experimenty s izomorfnimi zaddnimi by-
chom vSak mohli délat s ledajakou tlohou.
Cim jsou zrovna Hanojské véZe zajimavé?
Pfedev§im svym ,zanofenym“ charakte-
rem. Podobné jako matrjoska, kterou otevie-
me, abychom nasli dal$i matrjosku, zjistime
pti feSeni Hanojskych vézi pro n diskt, ze
potiebujeme vyfesit Hanojské véze pro n—1
diski. Abychom mohli presunout spodni
disk, musime nejdiiv presunout disky nad
nim, coz vlastné odpovida trochu jednodus-
§i verzi zadani. Pti feSeni vyuzivame takzva-
nou ,analyzu prostiedk a cild, coz je jeden
z obecnych zptsobt, jakym lidé resi problé-
my. Ptiklad ze Zivota: chci jet lyzovat (cil), na
hory se mohu dostat vlakem (podcil), abych
mohl jet vlakem, musim na nadrazi (pod-
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podcil), na které se dostanu tramvaji (pro-
stfedek). Exaktné studovat, jak lidé pfemys-
leji o cesté na hory, je oviem naroc¢né, a tak
psychologové radi sahnou po Hanojskych
vézich.

Ovsem nejen psychologové. Techniku
wanalyza prostfedkt a cild“ uvedli do obec-
ného povédomi dva prikopnici umélé inte-
ligence: jiz zminény Herbert Simon? spolu
s Allanem Newellem. Tuto techniku vyuzi-
li jako zaklad svého programu General Pro-
blem Solver, coz byl jeden z prvnich vaznéj-
$ich pokusti o vybudovani umélé inteligence
v padesatych a Sedesatych letech. Hanojské
véze byly jednim z problémt, na kterych byl
tento program vyvijen, testovan a srovnavan
s lidmi.

Rekurze aneb Volani sebe sama

Tim se dostdvame k informatice a progra-
movani - informaticky termin pro zminé-
nou zanofenou strukturu problému je rekur-
ze (coz znamena ,volani sebe sama®). ReSeni
ulohy pro n diskfl totiz mizeme zapsat pro-
gramem na 5 fadkt pomoci rekurzivniho
volani téhoz programu pro n-1 disk1i, a pra-
vé diky tomuto jednoduchému elegantnimu
zapisu se Hanojské véze Casto pouzivaji pti
vyuce programovani. Stejné jako feseni tlo-
hy mé i stavovy prostor* ulohy rekurzivni
charakter (obr. 2).

Stavovy prostor tvofi spojnici k matemati-
ce a k dal$im strukturdm, které jsou defino-
vany rekurzivné. S rostoucim poctem diskl
zac¢ina obrazek stavového prostoru nadpadné

1) Ve skutecnosti hadanka pochézi z 19. stoleti a autorem je francouzsky mate-
matik Edouard Lucas. Nicméné tato legenda tvori tradi¢né nedilnou soucast
zadani.

2) Ctenai, ktery lohu nezna, doporucujeme, aby si vyzkousel dlohu vyFesit
pro 4 disky. V piipadé nedostatku zlatych diskd Ize pouzit napriklad mince.

3) Tézko zaradit Herberta Simona do jedné discipliny. Kromé toho, Ze stal
u zakladd umélé inteligence a vénoval se kognitivni psychologii, dostal tfeba
také Nobelovu cenu za ekonomii.

4) Stavovy prostor zachycuje viechny mozné konfigurace problému a piecho-
dy mezi nimi.

5) Vysledny fraktal napiiklad neni - na rozdil od vypinéného trojahelniku,
s nimz jsme zacinali - dvourozmérny (tvar, ale jednorozmérné krivka, kterd ma
navic tu vlastnost, Ze protina sama sebe v kazdém bodé.

6) lan Stewart o tomto ¢islu fika, Ze by je kazdy mél mit na,,seznamu ¢isel, ktera
jsou diileZitgjsi, nez vypadaji”, spole¢né s pi, e, zlatym Fezem a dalSimi.
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pripominat Sierpinského fraktal (obr. 3), coz
je geometricky utvar, ktery vznika rekurziv-
ni procedurou. Za¢neme s plnym trojihelni-
kem, rozdélime ho na 4 identické malé troju-
helniky, prostfedni vyfizneme a na zbylé tfi
aplikujeme rekurzivné stejny postup. Obra-
zek ilustruje prvni 4 kroky tohoto postupu.
Sierpinského fraktal vznikne po provede-
ni nekone¢ného poctu uvedenych rekurziv-
nich krokdl. To sice neni uplné prakticky
postup, nicméné z matematického pohledu
je vysledek takové operace dobfe definova-
ny a vysledny objekt ma mnoho zajimavych
vlastnosti.> Souvislost mezi stavovym prosto-
rem Hanojskych vézi a Sierpinského frakta-
lem nenti jen na trovni podobné vypadajicich
obrazkd - lze ji presné popsat, a dokonce
muzeme i dokazat vlastnosti jednoho z téch-
to objektd pomoci druhého. Tak naptiklad
s vyuzitim této analogie bylo dokazano, Ze
primérna vzdalenost dvou bodf v Sierpin-
ského fraktalu se zakladnou 1 je 466/885.6

Jinou zajimavou a necekanou souvislosti
je znamy Pascaliiv trojuhelnik (obr. 4). Ten
lze také vyjadfit pomoci rekurzivniho vzta-
hu a pravé tato rekurze tvofi spojovaci mus-
tek se stavovym prostorem Hanojskych vézi
a Sierpiniského fraktdlem. Pokud si totiz
v Pascalové trojuhelniku obarvime licha ¢is-
la, dostaneme opét povédomy obrazek. Cim
vic fadkt obarvime, tim bude podobnéjsi
Sierpinského fraktalu.

Problém, ktery stoji za Gtok

Kromé uvedenych zndmych matematickych
vysledkti a spojitosti vSak Hanojské véze
skryvaji i matematické problémy, jejichz fese-
ni stale neni znadmo. Co se stane, kdyz mis-
to tf1 kolikli pouzijeme Ctyfi? Vyfesit tlohu
je pak samoziejmé jednodussi, protoze pro-
st¢ mame vice volnosti pfi feSeni. Jenomze
spravného matematika nezajima jenom fese-
ni ulohy, ale nejlepsi Feseni. Kolik nejméné
tah@l potfebujeme na vyfeseni tlohy s n dis-

2. Stavovy prostor
ulohy se tremi disky.
Sklada se ze tii
opakujicich se stejnych
casti, které odpovidaji
stavovému prostoru
pro dva disky.

Abstract: Towers of Hanoi by
Radek Pelanek. Interdisciplinary
puzzle The Towers of Hanoi is

a seemingly simple logic puzzle.
Nevertheless, its applications
span several diverse research
areas - it is a test bed in cognitive
psychology, a teaching aid in
computer science, and it even
incorporates a difficult open
problem in mathematics.

3. Sierpinského
fraktal vznikne

po nekone¢ném
poctu opakovani
naznaceného
rekurzivniho postupu.
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Zelena sit Krusné hory

Vytvoreni preshranicnich synergii mezi oblastmi Natura 2000
a rozvojem venkova v Krusnohori, projekt programu Gil 3
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Institut fiir Okologische
Raumentwicklung

v Drigdanech —

Dr. Markus Leibenath,

Partnerv CR:

Fatulta <ivotniho
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J. E. Purbyné

y Ust{ nad Labem

— Ing. Martin Neruda,
Ps.D.

V Krusnych horich na obou stranach hranice se
vyskytuji cenna pfirodni dzemi pattici do sou-
stavy Natura 2000. Ty spolu vzijemné souse-
di a prolinaji se, ¢imZ vznikaji velké komplexy
chranénych oblasti s vysokym potencidlem roz-
voje. Kvalita Zivotniho prosttedi ziskava stale
vets$i vyznam a pozitivné ovliviiuje konkurence-
schopnost regionu Tak mohou chrinéné oblasti
ptirody ptispivat k udrzitelnému venkovskému
rozvoji a zabezpedit nova pracovni mista, napt.
v rimci rozvoye turistiky a ckologické vychovy.
I kdyz ma zemédélstvi pro krusnohorsky reglon
pouze maly hospodaisky vyznam, je vyznam-
nym ¢&initel ,tvorby a Gdrzby krajiny . Unikétn{
ptirodni struktura kru$nohorského htebenové-
ho regionu pfedstavuje také strategickou pozici

4. Pascaltv trojuhelnik tvofi kombinaéni &isla ().
Takové cislo udava pocet moznosti jak vybrat k prvka
z n prvkové mnoziny. Pro tato cisla plati rekurzivni

vztah () = (i) + (&5

ky? Pro zadani s 3 koliky je odpovéd zna-
ma — optimalniho vysledku dosahuje zaklad-
ni rekurzivni feSeni a potiebny pocet tahti je
2n-17 Pro zadani se 4 disky existuje algorit-
mus,® o kterém si vétS§ina matematik mysli,
ze dava optimalni feSeni, nikdo to vSak neu-
mi dokazat. Zatim bylo pouze pomoci syste-
matického pocitacového prohledavani ovére-
no feseni pro 30 a méné disk.

Paul Erdés, jeden z nejvétsich matematiki
20. stoleti, prohlasil: ,,Problémy, které stoji za
utok, prokazou svoji cenu tim, ze itok opétu-
ji.“ Hanojské véze, i pres svou jednoduchost,
svoji cenu rozhodné prokazaly. ™

T) Z ¢ehoz mimo jiné plyne, Ze s tim koncem svéta to nebude az tak aktualni.
1 kdyby mnisi pienesli 1 disk za vteFinu, tak se 64 disky dokon¢i dlohu za 580 mi-
liard let, coZ je 40krat delsi obdobi nez dosavadni staii vesmiru.

8) Tzv. Frame-Stewarttv rekurzivni algoritmus.

pro Gspéch turistiky a ekologické vychovy. Stale
oblibenéjsi turistika nabizi moznosti poznava-
ni krasné krajiny. Zejména intenzivnéjéi spolu-
préace obyvatel po obou stranich Kru$nych hor
nabizi nové a doposud nevyuZzité moznosti.

Pl‘O_]ekt si klade za cil poukazat na synergle
mezi ochranou ptirody, zemedelstVIm, Vyvo—
jem venkova a turistikou. Projekt také pfispéje
ke zlep$eni trvalych preshranlcnlch kooperaé-
nich vztahl. Zajmova oblast je tvofena oblast-
mi Kru$nych hor ve Svobodném staté Sasko
(okresy Saské Svycarsko — vychodni Krusnoho-
i1, Sttedni Sasko a Kru$nohorsky okres av Ces-
ke republlce (Ustecky a Karlovarsky kraj)
S pomoc1 SWOT analyzy budou zjlsteny pted-
nosti a nedostatky, Sance a rizika a také zda-
raznény funkce, popf. potencidly oblasti Natu-
ra 2000. Ekologické vyzkumy jsou zaméfené na
botanicky, zoologicky a hydrologicky prizkum
vybranych lokalit.

Vzkém dialogu s relevantnimi aktéry budou
vypracovz’my koncepty strategii a opatfeni
Jejich zameremJe na zlepscm zapojeni Natury
2000 do rozvoje venkova pfi zohlednéni vyse
uvedenych hlavnich boda (ﬁemedelstw, turis-
tika a environmentalni vyc ova) Smysluplné
propojenti ochrany ptirody, turistiky, zemedél-
ského vyuziti krajiny a environmentalni vycho-
vy mé zlepsit pochopeni obyvatel. V rimet pro-
jektu probehla zahajovaci konference na FZP
UJEP v Usti nad Labem v lofiském roce a letos
na jafe série 2 workshopt v Altenbergu a Anna-
bergu. Na workshopech se diskutovaly praktic-
ké zku$enosti aktért z oblasti ochrany pfiro-
dy, ckologické vychovy, turistiky a zemedélstvi.
Dalsi mensi pracovni workshopy vénované vzdy
jednomu problému jsou plinoviny v blizké

dobé.
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